Глава III. Метод решения

При решении задач газовой динамики часто бывает очень важным точное представление решений в областях с высокими градиентами. Использование методов второго порядка точности таких, как метод Лакса-Вендрова и метод Мак-Кормака [30,31] в областях больших градиентов может привести к возникновению нефизичных осцилляций решения, часто приводящих к отрицательным значениям заведомо положительных величин. При традиционном подходе к этой проблеме в алгоритм вводится искусственная вязкость, которая подавляет нефизические осцилляции. Такой способ является компромиссом между методами первого порядка точности, имеющими большую численную диффузию и приводящими к размазыванию разрывов на большом числе ячеек сетки, и линейными методами второго порядка точности, приводящими к осцилляциям, и до конца не решает проблему. Один из способов ее решения был найден в использовании нелинейных монотонных методов.
Основным свойством, общим для современных монотонных методов, является то, что они  используют ограничение потоков переноса или коррекцию потоков, пытаясь поддержать высокую разрешающую способность алгоритма без появления нежелательных осцилляций, присущих классическим методам.

Метод, используемый в данной работе для решения задач газодинамики, описан в [32, 33]. В дальнейшем будем называть его методом Хартена. По общепринятой классификации (например [34]) он относится к монотонным методам, обеспечивающим монотонность и консервативность решения, в частности к подклассу таких методов, названных TVD (total variation deminition) методами, или методами наименьшей полной вариации решения TV:
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В [33] TV определена как
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Методы TVD представляют собой попытку поставить на более строгий математический фундамент монотонные методы с коррекцией потоков, применяемых для решения систем гиперболических уравнений.
1. Метод решения скалярного уравнения

Рассмотрим задачу начальных значений для уравнения переноса:
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Будем искать решение задачи (1.1) методом Хартена, используя шаблон
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где 
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Величину 
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Для понимания физической сути добавок 
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и уравнение (1.2) имеет вид:
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При внимательном рассмотрении видно, что (1.11) есть ни что иное, как схема Лакса-Вендрова [30].

Ограничение потоков 
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2. Метод Хартена для системы уравнений

В этом параграфе будет описана процедура, обобщающая метод Хартена, записанный ранее в скалярном случае (1.2)-(1.10), на систему гиперболических уравнений:



[image: image42.wmf],

0

)

(

=

+

x

t

u

f

u



[image: image43.wmf]),

(

)

0

,

(

x

x

u

j

=

 
[image: image44.wmf]¥

<

<

¥

-

x

.


(2.1)
Здесь 
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 - вектор-функция m компонентов. Способ такого обобщения был предложен Роэ [35, 36] и применен Хартеном [32] для своего метода. Система (2.1) является гиперболической, если все собственные числа матрицы Якоби 
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матрица, столбцы которой есть правые собственные вектора матрицы Якоби 
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где 
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 являются полной системой левых собственных векторов
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Введем новые переменные 
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Как следует из (2.4) и (2.5), переменные 
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Используем эти переменные для обобщения скалярного метода Хартена на систему дифференциальных уравнений. Пусть 
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Здесь и далее будем применять укороченную запись 
[image: image77.wmf])

(

2

/

1

2

/

1

n

i

i

u

b

b

+

+

=

.

Мы подошли к такому моменту, когда уже можно записать метод решения для системы дифференциальных уравнений, используя все ранее введенные обозначения:
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3. Одномерная газодинамика

Рассмотрим применение метода Хартена для системы консервативных уравнений одномерной газодинамики, представленных в дифференциальной форме:
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Здесь 
[image: image89.wmf]r

, 
[image: image90.wmf]v

 и 
[image: image91.wmf]p

 - плотность, скорость и давление, 
[image: image92.wmf])

2

/

(

2

v

e

+

=

e

- полная энергия, 
[image: image93.wmf]v

m

r

=

, 
[image: image94.wmf]0

- нулевой вектор. Собственные числа матрицы Якоби 
[image: image95.wmf]u

f

u

A

=

)

(

для системы (3.1)-(3.2) записываются в виде:
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где 
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где 
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Здесь 
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где 
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(3.9)
Промежуточное состояние  вычисляется предложенным Роэ [36] способом:


[image: image112.wmf]i

i

D

r

r

/

1

+

=


,




(3.10)


[image: image113.wmf]1

1

2

/

1

+

+

=

+

+

D

v

Dv

v

i

i

i

, 
[image: image114.wmf]1

1

2

/

1

+

+

=

+

+

D

H

DH

H

i

i

i

,
(3.11)


[image: image115.wmf])

2

/

)(

1

(

2

2

/

1

2

/

1

2

/

1

+

+

+

-

-

=

i

i

i

v

H

c

g

.


(3.12)

Порядок счета по схеме Хартена для перехода с одного временного слоя 
[image: image116.wmf]n
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 имеет следующую последовательность:
1) По формулам (3.10)-(3.12) рассчитываются величины 
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2) Используя (3.5), а также (3.7)-(3.9) и (3.4) вычисляются 
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=1,2,3);

3) По (2.11)-(2.14) определяются 
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4) Окончательно вычисляется 
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4. Двумерная газодинамика в декартовых координатах

Система консервативных законов двумерной газодинамики, представленных в дифференциальной форме в декартовых координатах, может быть записана в виде:
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(4.3)

где 
[image: image135.wmf]v

 и 
[image: image136.wmf]w

 - проекции вектора скорости на оси 
[image: image137.wmf]x
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Применим расщепление двумерной задачи (4.1)-(4.3) по пространственным переменным на две одномерные задачи (см. [37]):
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Здесь для перехода с одного временного слоя 
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(4.6)
Метод Хартена также имеет второй порядок точности 
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Рассмотрим решение задачи (4.4) методом Хартена. Запишем соответствующие ей собственные значения 
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 и систему собственных векторов 
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(4.8)
решение 
[image: image169.wmf]k

j

i

,

2

/

1

+

a

 системы линейных уравнений
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(4.9)
в обозначениях


[image: image171.wmf])

2

(

1

2

/

1

2

/

1

2

/

1

2

/

1

2

/

1

2

,

2

/

1

2

,

2

/

1

2

/

1

2

,

2

/

1

n

w

m

v

w

v

e

c

aa

i

i

i

i

i

j

i

j

i

i

j

i

+

+

+

+

+

+

+

+

+

D

-

D

-

D

+

+

D

-

=

r

g

,
(4.10)


[image: image172.wmf]2

,

2

/

1

2

/

1

,

2

/

1

2

/

1

/

)

(

j

i

i

j

i

i

c

v

m

bb

+

+

+

+

D

-

D

=

r

,


(4.11)

имеет вид:
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(4.12)

где 
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(4.16)

где 
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Последовательность расчетов при переходе с одного временного слоя 
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1) По (4.13)-(4.16) вычисляются вспомогательные величины 
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2) Используя (4.10)-(4.12) и (4.7)-(4.8) определяются 
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3) По (2.9)-(2.14) вычисляется решение 
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Система собственных векторов 
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(4.18)

Введем обозначения:
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В этих обозначениях решение 
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 системы линейных уравнений
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записывается следующим образом:




[image: image203.wmf]
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(4.22)
где 
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 могут быть получены из (4.13)-(4.16) соответствующей заменой индексов.
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